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支管间距为 ａ、支管间距为 ｂ，则不发生漏喷的临界状态是喷
头ｐ１、ｐ２、ｐ３、ｐ４以射程ｒ为半径的圆相交于典型计算区域中

的零点，因此，不发生漏喷的条件是 ｒ≥ ａ２＋ｂ槡
２

２ 。就本例而

言，３０ｍ×３０ｍ布置要求的喷头喷洒半径ｒ应大于 ２１ｍ，而
喷头实测最大喷洒半径为 ２１ｍ，有效半径约为 ２０ｍ，因此
３０ｍ×３０ｍ布置将会发生漏喷现象或喷洒水量极低的情况。
可见，尽管计算的均匀度满足规范要求，但实际上是不可行

的。（２）从控制面积上看，按照２６ｍ×２６ｍ布置时，平均单
喷头控制面积为６７６ｍ２，而２０ｍ×２０ｍ布置时平均单喷头控
制面积为４００ｍ２，相差６９％，这意味着同一项目，２０ｍ×２０ｍ
布置比２６ｍ×２６ｍ布置的投入资金要多得多。（３）从平均
喷灌强度来看，按照２６ｍ×２６ｍ布置时，平均喷灌强度为
６４ｍｍ，而按照２０ｍ×２０ｍ布置时平均喷灌强度１１．２１ｍｍ，
相差７５％，这意味着在不考虑土壤入渗能力的情况下，２６ｍ×
２６ｍ布置比２０ｍ×２０ｍ布置喷洒效率要低得多，同一地块
作业时间也要长得多。

　　从以上计算分析可以看出，在具体喷灌项目设计时，利用

上述方法可快速计算出喷洒均匀度、平均喷灌强度等技术参

数，通过土壤入渗强度和作物轮灌周期以及项目资金投入等

的综合对比分析，进而确定合理的喷头布置间距。
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　　摘要：为探索高效准确的 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ生长模型拟合方法，对中肋骨条藻在不同浓度二价镉［Ｃｄ（Ⅱ）］胁迫下的
Ｌｏｇｉｓｔｉｃ生长曲线，分别用Ｅｘｃｅｌ、Ｏｒｉｇｉｎ和 Ｍａｔｌａｂ３种软件进行拟合。结果表明，拟合后的 Ｒ２大小顺序为 Ｍａｔｌａｂ＞
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行非线性化多次迭代）是３种软件中对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ生长曲线拟合的最优方法。
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　　Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线（或 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ函数）模型由比利时数学家
Ｖｅｒｈｕｌｓｔ首次提出［１］，最初主要是描述和研究人口增长的一

种Ｓ形曲线。其方程为 ｙ＝ ａ
１＋ｂ·ｅ－ｋｘ

，随后 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线在

各领域得到了广泛应用，如 Ｐｅａｒｌ等首次将 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线应用
于生物领域［２］；Ｆｉｓｋ在经济学领域引入 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线［３］；

Ａｎｄｅｒｓｏｎ将 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线应用到医疗诊断中［４］。如今，

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线几乎替代了一切的 Ｓ形曲线，成为描述种群生
态、动植物及微藻生长变化的一条最为普遍的曲线［５］。

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线的拟合就是确定方程中的３个参数值 ａ、ｂ、
ｋ，经典方法包括线性和非线性方法。线性方法是将 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ
曲线方程转为线性方程，然后采用最小二乘法让残差平方和

达到极小值以对参数进行无偏估计。非线性方法可直接用相

关算法得到 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型参数的最小二乘无偏估计［６］；现采

用的算法有莱文贝格 －马夸特方法（Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ）
方法、数值方法、三次样条插值函数法等［７］。上述参数估计

的过程较复杂，须借助各种软件及编程语言来进行拟合分析，

如统计学软件ＳＰＳＳ、ＳＡＳ，程序设计语言Ｒ、Ｐｙｔｈｏｎ。目前热门
的机器学习算法也涉足非线性拟合领域（如支持向量机回

归［８］），而掌握这些软件和语言对生物从业者较为困难。

中肋骨条藻（Ｓｋｅｌｅｔｏｎｅｍａｃｏｓｔａｔｕｍ）是常见的海洋硅藻，
分布较广泛。近年来，研究者多对海洋微藻重金属胁迫下的

生长过程用Ｌｏｇｉｓｔｉｃ方程进行描述，进而反映出藻生物量与生
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长时间、重金属浓度的关系［９］。本研究以中肋骨条藻为模式

生物，分别采用 Ｅｘｃｅｌ、Ｏｒｉｇｉｎ、Ｍａｔｌａｂ３种常用的作图和计算
软件，对其在二价镉［Ｃｄ（Ⅱ）］胁迫下的生长用 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型
进行拟合，对拟合方法和效果进行介绍和比较，为生命科学从

业者进行Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线的拟合、参数估计和数据处理提供借鉴
和参考。

１　材料与方法

１．１　微藻培养及毒性试验
中肋骨条藻接种自中国海洋大学海洋生命学院，在曲阜

师范大学生命科学学院环境生态学实验室采用 ＧｕｉｌｌａｒｄＦ／２
（ｆ／２）培养基培养，培养条件为温度（２０±１）℃，光源为白色
日光灯，光照强度为３０００ｌｘ，１２ｈ光照１２ｈ黑暗培养；各步
骤均进行灭菌处理。

取２０ｍＬ藻液于２５０ｍＬｆ／２培养基中，微藻起始细胞密
度均为 １０４个／ｍＬ，加入 ４种不同浓度梯度（０、０．１、１．０、
５．０ｍｇ／Ｌ）的Ｃｄ（Ⅱ）试验，每个浓度下均设平行样３个，采
用与微藻培养相同的培养条件，每隔２４ｈ取１０ｍＬ藻液，用
Ｃｏｕｌｔｅｒ计数仪测定藻液细胞密度，重复测定３次［１０］，连续测

定７ｄ。
１．２　数据处理软件及系统

软件：ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＥｘｃｅｌ２００３、Ｏｒｉｇｉｎ８．０、ＭａｔｌａｂＲ２０１０ｂ；系
统：Ｗｉｎｄｏｗｓ７×８６ｗｉｔｈＳｅｒｖｉｃｅＰａｃｋ１。
１．３　微藻生长拟合

“１．１”节中的微藻生长曲线用“１．２”节中的３种软件进
行Ｌｏｇｉｓｔｉｃ回归拟合。
１．３．１　Ｅｘｃｅｌ对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线的线性化拟合
１．３．１．１　三点法和四点法确定ａ值［１１］　三点法计算公式：

ａ＝
２Ｎ１Ｎ２Ｎ３－Ｎ２

２（Ｎ１＋Ｎ３）
Ｎ１Ｎ３－Ｎ２

，２ｘ２＝ｘ１＋ｘ３。 （１）

式中：（ｘ１，Ｎ１）、（ｘ２，Ｎ２）、（ｘ３，Ｎ３）分别表示实测数据的起点、
中点、终点。

四点法计算公式：

ａ＝
Ｎ１Ｎ４（Ｎ２＋Ｎ３）－Ｎ２Ｎ３（Ｎ１＋Ｎ４）

Ｎ１Ｎ４－Ｎ２Ｎ３
，ｘ２＋ｘ３＝ｘ１＋ｘ４。

（２）
式中：（ｘ１，Ｎ１）、（ｘ４，Ｎ４）分别为实测数据的起点、终点，（ｘ２，
Ｎ２）、（ｘ３，Ｎ３）为中间２点。
１．３．１．２　转化为直线回归方程，求得ｂ、ｋ值　ａ已知时可将
方程由非线性模型转为线性模型［１２］，在本模型中 ｘ为藻类培

养时间ｔ（ｈ），转化如下：

ｙ＝ ａ
１＋ｂ·ｅ－ｋ·ｘ

； （３）

ｌｎ ａ
ｙ( )－１ ＝ｌｎｂ－ｋｘ； （４）

设ｙ′＝ｌｎ ａ
ｙ( )－１； （５）

则有ｙ′＝ｌｎｂ－ｋｘ。 （６）
　　利用公式（５）和ａ值可以先求出ｙ′，利用 Ｅｘｃｅｌ对 ｙ′和 ｘ
进行线性回归分析，拟合后可得到 ｂ和 ｋ值。在 Ｅｘｃｅｌ２００３
中的操作如下：

（１）［工具］→［加载宏］→勾选“分析工具库”。（２）［工
具］→［数据分析］→［回归］→弹出回归对话框→单击“Ｙ值
输入区域（Ｙ）”输入框右边的折叠按钮，选取ｙ′，单击“Ｘ值输
入区域（Ｘ）”输入框右边的折叠按钮，选取ｘ的数据；→在“输
出选项”框中选择“输出区域”单选框，点击右边的折叠按钮，

任选一输出区域；→勾选“残差”框中的“线性拟合”；→单击
［回归］对话框中的［确定］，显示回归结果，并绘得散点图。

（３）利用散点图，添加趋势线可得到线性回归公式。
１．３．２　Ｏｒｉｇｉｎ进行Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线的非线性回归拟合　（１）打
开Ｏｒｉｇｉｎ８．０，点选［ｃｏｌｕｍｎ］→［ａｄｄｎｅｗｃｏｌｕｍｎｓ］输入须要增
加的数据列数（本试验３列）。（２）按列输入数据后，选中所
有数据，菜单栏中选择［Ｐｌｏｔ］→［Ｓｙｍｂｏｌ］→［Ｓｃａｔｔｅｒ］绘制散
点图（图１－ａ图）。（３）关闭坐标轴设置对话框，点选１－选
择黑色方框数据组 ｂ进行拟合→菜单栏中选择［Ａｎａｌｙｓｉｓ］→
［Ｆｉｔｔｉｎｇ］→［ＮｏｎｌｉｎｅａｒＣｕｒｖｅＦｉｔ］→［ＯｐｅｎＤｉａｌｏｇｕｅ］打开对话
框；按 步 骤 点 选 ２－Ｃａｔｅｇｏｒｙ－Ｇｒｏｗｔｈ／Ｓｉｇｍｏｎｉａｌ；３－
Ｆｕｎｃｔｉｏｎ－Ｓｌｏｇｉｓｔｉｃ３；４－Ｆｉｔ，即完成拟合和作图（图１－ｂ），同
时给出参数和统计处理数据。

１．３．３　用Ｍａｔｌａｂ进行 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线的非线性回归拟合　打
开ＭａｔｌａｂＲ２０１０ｂ，用简单编程语言和自带的控件工具箱对
Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线快速拟合：（１）在 ＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗ对话框中输
入原始数据：横坐标ｘ以及ｙ１、ｙ２、ｙ３、ｙ４这４条生长曲线的数
据。（２）依次点击软件左下角：［Ｓｔａｒｔ］→［Ｔｏｏｌｂｏｘｅｓ］→
［ＣｕｒｖｅＦｉｔｔｉｎｇ］→［ＣｕｒｖｅＦｉｔｔｉｎｇＴｏｏｌ（ｃｆｔｏｏｌ）］，弹出对话框
“ＣｕｒｖｅＦｉｔｔｉｎｇＴｏｏｌ”。（３）在ＣｕｒｖｅＦｉｔｔｉｎｇＴｏｏｌ对话框中点击
Ｄａｔａ→弹出Ｄａｔａ对话框→选择：ＸＤａｔａ：ｘ；ＹＤａｔａ：ｙ１；→点击
Ｃｒｅａｔｅｄａｔａｓｅｔ按钮可绘制散点图；（４）在ＣｕｒｖｅＦｉｔｔｉｎｇＴｏｏｌ对
话框中点击 Ｆｉｔｔｉｎｇ，弹出 Ｆｉｔｔｉｎｇ对话框→在 Ｆｉｔｔｉｎｇ对话框
中点选Ｎｅｗｆｉｔ，Ｔｙｐｅｏｆｆｉｔ：选择ＣｕｓｔｏｍＥｑｕａｔｉｏｎｓ，点击Ｎｅｗ按
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钮→弹出 ＮｅｗＣｕｓｔｏｍＥｑｕａｔｉｏｎ对话框，单击选择 Ｇｅｎｅｒａｌ
Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ选项→在 ＧｅｎｅｒａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓ选项中输入 Ｅｑｕａｔｉｏｎ：
ｙ＝ａ／［１＋ｂ·ｅｘｐ（－ｋ·ｘ）］→点击ＯＫ（图２－ａ）。（５）回到

Ｆｉｔｔｉｎｇ选项卡，点击 Ｆｉｔｏｐｔｉｏｎｓ→Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ：Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－
Ｍａｒｑｕａｒｄｔ算法→Ｃｌｏｓｅ→Ａｐｐｌｙ，即可得拟合后的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线
图（图２－ｂ）。

２　结果与分析

２．１　３种方法绘制的不同浓度Ｃｄ（Ⅱ）下中肋骨条藻的Ｓ形
生长曲线

由图３至图５可得，（１）图３中用Ｅｘｃｅｌ作出的曲线只能
是连接各试验数据点的平滑曲线，无法拟合作图；（２）图５中
Ｍａｔｌａｂ所得曲线与各数据点的吻合程度明显高于图４，说明
Ｍａｔｌａｂ对生长曲线的拟合较优。

２．２　３种拟合方法对微藻生长曲线的拟合效果比较
由表１至表４可得，３种软件拟合后的Ｒ２值整体大小顺

序为Ｍａｔｌａｂ＞Ｏｒｉｇｉｎ＞Ｅｘｃｅｌ，其中 Ｅｘｃｅｌ方法中四点法 Ｒ２值
均大于三点法。数据同时显示，四点法的参数值与非线性方

法更为接近。在非线性拟合中，Ｍａｔｌａｂ多次迭代的Ｒ２值均高

于Ｏｒｉｇｉｎ的单次迭代。

３　结论与讨论

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线作为一种广义的线性回归模型，它的拟合方
法可分为线性和非线性法。本研究３种软件中，Ｅｘｃｅｌ对应的
是Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线的线性方法拟合；Ｏｒｉｇｉｎ和Ｍａｔｌａｂ对应的是曲
线的非线性回归拟合，其中 Ｏｒｉｇｉｎ采用单次迭代，而 Ｍａｔｌａｂ
是多次迭代。曲线拟合精度的高低都可用Ｒ２的大小来判定。
由试验结果可知，３种软件对 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ的拟合精度均较高，Ｒ２

值均接近于１［表４显示 Ｃｄ（Ⅱ）浓度较大时，对微藻的生长
会产生较大影响，Ｒ２值减小］，这表明 ３种软件所获得的
Ｌｏｇｉｓｔｉｃ回归方程均与实测数据拟合很好。同时结果提示，
（１）Ｅｘｃｅｌ可以对 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线模型的３个参数进行估计，但
不能作出拟合曲线图，只能得到平滑曲线图。（２）Ｅｘｃｅｌ进行
拟合时，四点法各参数估计量与非线性回归最为接近，因此本

研究中四点法比三点法拟合效果优。这是由于本研究数据点

数为８个，通常四点法较适合于试验数据序列数为偶数的情
况，三点法适用于奇数的情况，这与以往报道［１３］一致，但三点

法具有简单快速的优势。（３）Ｅｘｃｅｌ拟合中所采用的线性拟
合方法虽然简便，但对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ函数进行线性变换后会对估计
参数的性质产生影响，如不再具有无偏性；所以其拟合精度不

如Ｏｒｉｇｉｎ和Ｍａｔｌａｂ所采用的非线性拟合。（４）在非线性拟合
中，多次迭代会提高Ｒ２，因此 Ｍａｔｌａｂ的拟合效果优于 Ｏｒｉｇｉｎ。
（５）综合数据可得，不同拟合方法拟合后的Ｒ２大小顺序为非
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表１　３种拟合方法对微藻生长曲线一［Ｃｄ（Ⅱ）浓度为０ｍｇ／Ｌ］的拟合效果比较

拟合软件 回归方法 ａ ｂ ｋ Ｒ２

Ｅｘｃｅｌ 三点线性化 ４６８．７８±４．１０ ３０．８８±０．６１ ０．０４４７±０．００５４ ０．９８９３
四点线性化 ４６０．３８±３．７６ ３７．８８±０．５４ ０．０５０２±０．００２６ ０．９９５３

Ｏｒｉｇｉｎ 非线性化单次迭代 ４６４．０９±５．０１ ２９．３５±０．３４ ０．０４６７±０．００４１ ０．９９６７
Ｍａｔｌａｂ 非线性化多次迭代 ４６６．７０±４．１２ ２９．８９±０．３５ ０．０４５８±０．００１９ ０．９９８４

表２　３种拟合方法对微藻生长曲线二［Ｃｄ（Ⅱ）浓度为０．１ｍｇ／Ｌ］的拟合效果比较

拟合软件 回归方法 ａ ｂ ｋ Ｒ２

Ｅｘｃｅｌ 三点线性化 ３６８．３２±４．１７ ３１．５２±０．９４ ０．０４２９±０．０１２９ ０．９８４７
四点线性化 ３５９．２８±３．９１ ３８．４９±０．９１ ０．０４８７±０．００２４ ０．９８８５

Ｏｒｉｇｉｎ 非线性化单次迭代 ３６６．０１±３．８５ ３３．９１±０．８８ ０．０４４８±０．００３９ ０．９９８７
Ｍａｔｌａｂ 非线性化多次迭代 ３６６．１０±３．９２ ３４．５９±０．８１ ０．０４５１±０．００２１ ０．９９９１

表３　３种拟合方法对微藻生长曲线三［Ｃｄ（Ⅱ）浓度为１．０ｍｇ／Ｌ］的拟合效果比较

拟合软件 回归方法 ａ ｂ ｋ Ｒ２

Ｅｘｃｅｌ 三点线性化 ２４９．２４±３．０１ ２２．２８±０．６７ ０．０４２０±０．００３７ ０．９８３３
四点线性化 ２４７．２４±２．９９ ２４．０６±０．７１ ０．０４４１±０．００３２ ０．９９０５

Ｏｒｉｇｉｎ 非线性化单次迭代 ２３６．８９±２．０１ ２８．５３±０．７７ ０．０４８６±０．００３３ ０．９８１３
Ｍａｔｌａｂ 非线性化多次迭代 ２５０．５０±２．４９ １６．８４±０．５３ ０．０３４０±０．０２１０ ０．９９２９

表４　３种拟合方法对微藻生长曲线四［Ｃｄ（Ⅱ）浓度为５．０ｍｇ／Ｌ］的拟合效果比较

拟合软件 回归方法 ａ ｂ ｋ Ｒ２

Ｅｘｃｅｌ 三点线性化 ５０．８８±１．７２ １．８６±０．１０ ０．０２９２±０．００３３ ０．８７５７
四点线性化 ５０．３０±１．６７ ２．１８±０．１４ ０．０３１７±０．０１０４ ０．９０８１

Ｏｒｉｇｉｎ 非线性化单次迭代 ５０．２９±１．７０ ３．３４±０．１３ ０．０５５２３±０．０１１５ ０．９５１１
Ｍａｔｌａｂ 非线性化多次迭代 ５０．３５±１．８８ ３．３４±０．１７ ０．０５５０２±０．００２９ ０．９６５０

线性 ＞四点线性 ＞三点线性，３种软件拟合后的 Ｒ２值为
Ｍａｔｌａｂ＞Ｏｒｉｇｉｎ＞Ｅｘｃｅｌ，其 中，Ｍａｔｌａｂ采 用 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－
Ｍａｒｑｕａｒｄｔ算法进行非线性化多次迭代拟合，提示 Ｍａｔｌａｂ是３
种软件中对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ生长曲线拟合的最佳方法。

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ曲线拟合的优度检验除了 Ｒ２，还有如卡方值、标
准偏差等其他统计指标［１４］，除了本研究的 ３种软件，对
Ｌｏｇｉｓｔｉｃ的拟合还可借助其他各种计算机语言。因此各种不
同软件、方法对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ拟合的比较还有更多的探讨空间。
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