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　　摘要：考虑到化学农药对天敌的影响，利用具有ＨｏｌｌｉｎｇＩＩ和Ｍｏｎｏｄ－Ｈａｌｄａｎｃｅ功能性反应的脉冲微分方程，建立在
不同脉冲时刻分别投放天敌和喷洒化学农药的２个食饵１个捕食者模型。利用Ｆｌｏｑｕｅｔ理论、频闪映射及比较定理，得
到食饵全部灭绝周期解渐近稳定的充分条件。最后利用数值模拟验证了模型的正确性。
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　　众所周知，害虫会对农作物及人类造成很大的危害，因此
研究害虫治理方法是非常必要的。利用化学防治的快速性和

生物防治的无污染性，提出比任一单一控制更优的害虫综合

治理策略，此课题引起国内外学者的广泛关注［１－１０］，其中数

学学者引入脉冲微分方程来描述此不连续的瞬时行为［１－１０］。

国内外学者对 １个食饵 １个捕食者系统进行了大量的研
究［１－４］，但是实际中天敌不仅仅只捕食１类害虫，而且害虫的
种类也不只１种［６－８］。例如蚜虫和梨木虱都取食梨树汁液，

都为梨树的害虫，瓢虫同时捕食蚜虫和梨木虱，为它们共同的

天敌。Ｚｈａｎｇ等研究了２个食饵１个捕食者系统，但是仅讨
论了在同一固定时刻投放天敌和喷洒农药的模型［６］。基于

上述事实，本研究利用具有 ＨｏｌｌｉｎｇＩＩ和 Ｍｏｎｏｄ－Ｈａｌｄａｎｃｅ功
能性反应的脉冲微分方程，建立在不同脉冲时刻分别投放天

敌和化学农药的２个食饵１个捕食者模型，并研究此模型的
动力学行为。

１　模型的建立

本研究假设在没有捕食者时，２类食饵均呈Ｌｏｇｉｓｔｉｃ增长
趋势，捕食者对食饵分别具有 ＨｏｌｌｉｎｇⅡ和 Ｍｏｎｏｄ－Ｈａｌｄａｎｃｅ
功能性反应，建立如下模型：

ｄｘ１（ｔ）
ｄｔ ＝ｘ１（ｔ）ｒ１－

ｒ１
Ｋｘ１（ｔ[ ]） －ｂ１ｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）－α１ｘ１（ｔ）ｚ（ｔ）１＋ｗ１ｘ１（ｔ）

ｄｘ２（ｔ）
ｄｔ ＝ｘ２（ｔ）ｒ２（ｔ）－

ｒ２
Ｋｘ２（ｔ[ ]） －ｂ２ｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）－α２ｘ２（ｔ）ｚ（ｔ）１＋ｗ２ｘ

２
２（ｔ）

ｄｚ（ｔ）
ｄｔ＝ｚ（ｔ） －ｃ＋

ｄ１α１ｘ１（ｔ）
１＋ｗ１ｘ１（ｔ）

＋
ｄ２α２ｘ２（ｔ）
１＋ｗ２ｘ

２
２（ｔ[ ]













）

。

（１）
式中：ｘ１（ｔ）、ｘ２（ｔ）、ｚ（ｔ）分别表示 ｔ时刻２类食饵、捕食者的

数量；ｃ表示捕食者的死亡率；ｒ１、ｒ２分别为２类食饵的增长
率；ｂ１、ｂ２分别为２类食饵种群间的竞争系数，ｂ１＞０，ｂ２＞０；
ｄ１、ｄ２分别为捕食者对２类食饵的消化率；Ｋ为环境容纳量；
α１ｘ１（ｔ）
１＋ｗ１ｘ１（ｔ）

、
α２ｘ２（ｔ）
１＋ｗ２ｘ

２
２（ｔ）
分别为 ＨｏｌｌｉｎｇⅡ、Ｍｏｎｏｄ－Ｈａｌｄａｎｃｅ

功能性反应函数，其中α１、ｗ１、α２、ｗ２都为正常数。
当２个食饵灭绝，即 ｘ１（ｔ）＝０、ｘ２（ｔ）＝０时，模型（１）有

一个不稳定的平衡态（０，０，０），但此时捕食者也趋于灭绝，系
统没有无害虫平衡点，因此用连续模型（１）无法对害虫进行
很好的控制。

考虑到化学农药对天敌的影响，本研究建立在不同固定

时刻分别投放捕食者和喷洒化学农药的脉冲动力系统：

ｄｘ１（ｔ）
ｄｔ ＝ｘ１（ｔ） ｒ１－

ｒ１
Ｋｘ１（ｔ[ ]）－ｂ１ｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）－α１ｘ１（ｔ）ｚ（ｔ）１＋ｗ１ｘ１（ｔ）

ｄｘ２（ｔ）
ｄｔ ＝ｘ２（ｔ） ｒ２－

ｒ２
Ｋｘ２（ｔ[ ]）－ｂ２ｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）－α２ｘ２（ｔ）ｚ（ｔ）１＋ｗ２ｘ２２（ｔ）

ｄｚ（ｔ）
ｄｔ＝ｚ（ｔ） －ｃ＋

ｄ１α１ｘ１（ｔ）
１＋ｗ１ｘ１（ｔ）

＋
ｄ２α２ｘ２（ｔ）
１＋ｗ２ｘ２２（ｔ[ ]













）

ｔ≠（ｎ＋ｌ－１）Ｔ，ｔ≠ｎＴ

Δｘ１（ｔ）＝－ｐ１ｘ１（ｔ）

Δｘ２（ｔ）＝－ｐ２ｘ２（ｔ）

Δｚ（ｔ）＝－ｐ３ｚ（ｔ
}

）

ｔ＝（ｎ＋ｌ－１）Ｔ

Δｘ１（ｔ）＝０

Δｘ２（ｔ）＝０

Δｚ（ｔ）＝
}

μ

ｔ＝



















 ｎＴ

。

（２）

式中：Δｘｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ
＋）－ｘｉ（ｔ）（ｉ＝１，２），Δｚ（ｔ）＝ｚ（ｔ

＋）－
ｚ（ｔ）；Ｔ为脉冲周期；μ为 ｔ＝ｎＴ时投放捕食者的数量，μ＞０；
ｐ１、ｐ２、ｐ３分别为ｔ＝（ｎ＋ｌ－１）Ｔ时因喷洒化学农药杀死的食
饵、捕食者的比例，其中 ｎ为正整数，ｌ为（０，１）的任意实数，
ｐ１、ｐ２、ｐ３取值范围为［０，１）。

引理１　模型（２）的解［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｚ（ｔ）］是连续可微
的，且前３个方程右端函数的光滑性保证了解存在唯一性。

引理２　设Ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｚ（ｔ）］为模型（２）的解，
且初始条件Ｘ（０＋）≥０，则对于所有的 ｔ≥０有 Ｘ（ｔ）≥０。若
初始条件Ｘ（０＋）＞０，则对于所有的ｔ≥０有Ｘ（ｔ）＞０。

考虑模型（２）中ｘ１（ｔ）＝０、ｘ２（ｔ）＝０时的状况，得出如下
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脉冲微分方程：

ｄｚ（ｔ）
ｄｔ ＝－ｃｚ（ｔ），ｔ≠（ｎ＋ｌ－１）Ｔ，ｔ≠ｎＴ

ｚ（ｔ＋）＝（１－ｐ３）ｚ（ｔ），ｔ＝（ｎ＋ｌ－１）Ｔ

ｚ（ｔ＋）＝ｚ（ｔ）＋μ，ｔ＝ｎＴ
ｚ０＝ｚ（０

＋










）

。 （３）

　　由频闪映射和不动点定理可知，模型（３）有如下周期解：

ｚ～（ｔ）＝

μｅｘｐ｛－ｃ［ｔ－（ｎ－１）Ｔ］｝
１－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）

，（ｎ－１）Ｔ＜ｔ≤（ｎ＋ｌ－１）Ｔ

μ（１－ｐ３）ｅｘｐ｛－ｃ［ｔ－（ｎ－１）Ｔ］｝
１－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）

，（ｎ＋ｌ－１）Ｔ＜ｔ≤{ ｎＴ
。 （４）

　　且有 ｚ～（０＋）＝ μ
１－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）

，ｚ～（ｌＴ＋）＝

μ（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃｌＴ）
１－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）

，并且得到的相应解为

ｚ（ｔ）＝
（１－ｐ３）

ｎ－１ ｚ（０＋）－ μ
１－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ[ ]）ｅｘｐ（－ｃＴ）＋ｚ～（ｔ），（ｎ－１）Ｔ＜ｔ≤（ｎ＋ｌ－１）Ｔ

（１－ｐ３）
ｎ ｚ（０＋）－ μ

１－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ[ ]）ｅｘｐ（－ｃＴ）＋ｚ～（ｔ），（ｎ＋ｌ－１）Ｔ＜ｔ≤{ ｎＴ
。

　　引理　模型（２）的任意正解 ｚ（ｔ）在 ｔ→∞时有 ｚ（ｔ）→

ｚ～（ｔ）。　
　　因此模型（２）有 １个食饵全部灭绝周期解，为［０，０，

ｚ～（ｔ）］。　

２　食饵全部灭绝周期解的渐近稳定性

定理１设［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｚ（ｔ）］为模型（２）的任意解，如果

满足 Ｔ≤ｍｉｎ｛Ｔ１，Ｔ２｝，则 ２类食饵全部灭绝周期解［０，０，

ｚ～（ｔ）］是局部渐近稳定的。其中 Ｔ１，Ｔ２分别为 ｆ１（Ｔ）＝０、
ｆ２（Ｔ）＝０的根。

ｆｉ（Ｔ）＝ｌｎ（１－ｐｉ）＋ｒｉＴ－
αｉμ［１－ｐ３ｅｘｐ（－ｃｌＴ）－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）］

ｃ［１－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）］
，（ｉ＝１，２）。 （５）

　　证明：定义ｕ（ｔ）＝ｘ１（ｔ），ｖ（ｔ）＝ｘ２（ｔ），ｗ（ｔ）＝ｚ（ｔ）－

ｚ～（ｔ），代入模型（２）中，通过 Ｔａｙｌｏｒ展开式并取其线性部

分得：

ｄｕ（ｔ）
ｄｔ ＝ｕ（ｔ）［ｒ１－α１ｚ

～（ｔ）］

ｄｖ（ｔ）
ｄｔ ＝ｖ（ｔ）［ｒ２－α２ｚ

～（ｔ）］

ｄｗ（ｔ）
ｄｔ ＝－ｃｗ（ｔ）＋ｄ１α１ｚ

～（ｔ）ｕ（ｔ）＋ｄ２α２ｚ～（ｔ）ｖ（ｔ











）

ｔ≠（ｎ＋ｌ－１）Ｔ，ｔ≠ｎＴ

ｕ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ＋］＝（１－ｐ１）ｕ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ］

ｖ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ＋］＝（１－ｐ２）ｖ［（ｎ＋１－１）Ｔ］

ｗ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ＋］＝（１－ｐ３）ｗ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ
}
］

ｔ＝（ｎ＋ｌ－１）Ｔ

ｕ（ｎＴ＋）＝ｕ（ｎＴ）
ｖ（ｎＴ＋）＝ｖ（ｎＴ）
ｗ（ｎＴ＋）＝ｗ（ｎＴ

}
）

ｔ＝



















 ｎＴ

。 （６）

　　设φ（ｔ）为模型（６）的基解矩阵，则满足：

ｄφ（ｔ）
ｄｔ ＝

ｒ１－α１ｚ～ ０ ０

０ ｒ２－α２ｚ～ ０

ｄ１α１ｚ～ ｄ２α２ｚ～ －









ｃ

φ（ｔ）。

　　因此基解矩阵为

φ（ｔ）＝

ｅｘｐ｛∫
ｔ

０
［ｒ１－α１ｚ～（ｓ）］ｄｓ｝ ０ ０

０ ｅｘｐ∫
ｔ

０
［ｒ２－α２ｚ～（ｓ）］ｄ{ }ｓ ０

  ｅｘｐ（－ｃｔ
{ }

）

。

　　后面没有用到处的值，因此此处不须要计算。对应的
脉冲条件为

ｕ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ＋］
ｖ［ｎ＋ｌ－１）Ｔ＋］
ｗ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ＋







］
＝

１－ｐ１ ０ ０
０ １－ｐ２ ０
０ ０ １－ｐ









３

ｕ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ］
ｖ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ］
ｗ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ







］
，

ｕ（ｎＴ＋）
ｖ（ｎＴ＋）
ｗ（ｎＴ＋







）
＝
１ ０ ０
０ １ ０







０ ０ １

ｕ（ｎＴ）
ｖ（ｎＴ）
ｗ（ｎＴ







）
。

　　可得单值矩阵
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Ｍ＝

１－ｐ１ ０ ０
０ １－ｐ２ ０
０ ０ １－ｐ









３

１ ０ ０
０ １ ０







０ ０ １
φ（Ｔ）的特征值为

λ１ ＝（１－ｐ１）ｅｘｐ｛∫
Ｔ

０
［ｒ１－α１ｚ～（ｓ）］ｄｓ｝，

λ２ ＝（１－ｐ２）ｅｘｐ｛∫
Ｔ

０
［ｒ２－α２ｚ～（ｓ）］ｄｓ｝，

λ３＝（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃｔ）＜１
　　当λ１、λ２满足｜λ１｜＜１且｜λ２｜＜１时，根据 Ｆｌｏｑｕｅｔ理论

可知，２类食饵全部灭绝周期解［０，０，ｚ～（ｔ）］是渐近稳定的。
而｜λ１｜＜１且｜λ２｜＜１的充要条件是 ｆ１（Ｔ）＜０，ｆ２（Ｔ）＜０。
由于 ｆｉ（０）＝ｌｎ（１－ｐｉ）＜０，ｆｉ（Ｔ）→∞（Ｔ→∞）同时
ｆ″ｉ（Ｔ）＞０，则ｆｉ（Ｔ）＝０有唯一的正根Ｔｉ。当Ｔ≤ｍｉｎ｛Ｔ１，Ｔ２｝
时，ｆ１（Ｔ）＜０，ｆ２（Ｔ）＜０。因此定理１得证。

定理２设［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｚ（ｔ）］为模型（２）的任意解，如果满

足Ｔ＾≤ｍｉｎ｛Ｔ
＾
１，Ｔ
＾
２｝，则２类食饵全部灭绝周期解［０，０，ｚ～（ｔ）］是全

局渐近稳定的。其中Ｔ＾１、Ｔ
＾
２分别为ｇ１（Ｔ）＝０、ｇ２（Ｔ）＝０的根。

ｇ１（Ｔ）＝ｌｎ（１－ｐ１）－ｒ１Ｔ－
α１μ［１－ｐ３ｅｘｐ（－ｃｌＴ）－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）］
ｃ（１＋ｗ１Ｋ）［１－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）］

；

ｇ２（Ｔ）＝ｌｎ（１－ｐ２）－ｒ２Ｔ－
α２μ［１－ｐ３ｅｘｐ（－ｃｌＴ）－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）］
ｃ（１＋ｗ２Ｋ）［１－（１－ｐ３）ｅｘｐ（－ｃＴ）］

。 （７）

　 　 证 明：选 取 ε＞０，使 得 η ＝（１ －ｐ１）ｅｘｐ

∫
Ｔ

０
ｒ１－

α１［ｚ～（ｔ）－ε］
１＋ｗ１ｘ

{ }
１

ｄ{ }ｔ ＜１。由模型（２）可得
ｄｘ１（ｔ）
ｄｔ ≤ｘ１（ｔ） ｒ１－

ｒ１
Ｋｘ１（ｔ[ ]），ｔ≠（ｎ＋ｌ－１）Ｔ，ｔ≠ｎＴ

ｘ１（ｔ
＋）＝（１－ｐ１）ｘ１（ｔ）≤ｘ１（ｔ），ｔ＝（ｎ＋ｌ－１）Ｔ，ｔ＝

{
ｎＴ
。

　　利用脉冲微分方程比较定理有 ｘ１（ｔ）≤ｕ１（ｔ），其中
ｕ１（ｔ）为下式的解：

ｄｕ１（ｔ）
ｄｔ ＝ｕ１（ｔ） ｒ１－

ｒ１
Ｋｕ１（ｔ[ ]）

ｕ１（０
＋）＝ｘ

{
０

。

　　可知ｕ１（ｔ）＝
Ｋｘ０

（Ｋ－ｘ０）ｅ
－ｒ１ｔ＋ｘ０

→Ｋ（ｔ→∞），即对任意的

ε＞０，ｔ充分大时有 ｘ１（ｔ）≤Ｋ＋ε。因此可以假设对任意 ｔ＞
０，有ｘ１（ｔ）≤Ｋ＋ε。

　　由ｄｚ（ｔ）ｄｔ≥－ｃｚ（ｔ），利用脉冲微分不等式得ｚ（ｔ）≥ ｚ
～（ｔ）。

因此当ｔ充分大时，有 ｚ（ｔ）≥ ｚ～（ｔ）＞ｚ～（ｔ）－ε。由模型（３）
可知：

ｄｘ１（ｔ）
ｄｔ ≤ｘ１（ｔ） ｒ１－

α１［ｚ～（ｔ）－ε］
１＋ｗ１ｘ１（ｔ{ }） 。

　　在区间［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ，（ｎ＋ｌ）Ｔ］上积分，得到

０≤ｘ１（ｔ）≤ｘ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ］ｅｘｐ∫
Ｔ

０
ｒ１－
α１［ｚ～（ｔ）－ε］
１＋ｗ１ｘ

{ }
１

ｄ{ }ｔ。
　　因此，有ｘ１［（ｎ＋ｌ）Ｔ］≤ｘ１（ｌＴ）η

ｎ，其中 η＝（１－ｐ１）ｅｘｐ

∫
Ｔ

０
ｒ１－

α１［ｚ～（ｔ）－ε］
１＋ｗ１ｘ

{ }
１

ｄ{ }ｔ∈（０，１），因此ｘ１［（ｎ＋ｌ）Ｔ］→
０（ｎ→∞）。同时当ｔ∈［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ，（ｎ＋ｌ）Ｔ］时，有

０≤ｘ１（ｔ）≤ｘ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ］（１－ｐ１）ｅ
ｒＴ。

　　因此ｘ１（ｔ）→０（ｔ→∞）。
　　同理可得ｘ２［（ｎ＋ｌ）Ｔ］≤ｘ２（ｌＴ）δ

ｎ，其中 δ＝（１－ｐ２）ｅｘｐ

∫
Ｔ

０
ｒ２－

α２［ｚ～（ｔ）－ε］
１＋ｗ２ｘ

{ }２
２

ｄ{ }ｔ∈（０，１），因此ｘ２［（ｎ＋ｌ）Ｔ］→
０（ｎ→∞）。同时当ｔ∈［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ，（ｎ＋ｌ）Ｔ］时，有

０≤ｘ２（ｔ）≤ｘ［（ｎ＋ｌ－１）Ｔ］（１－ｐ２）ｅ
ｒＴ。

　　因此ｘ２（ｔ）→０（ｔ→∞）。

　　证明：当ｔ→∞时，ｚ（ｔ）→ｚ～（ｔ）。取充分小的正数ε１＞０，

存在Ｔ′＞０，使得当ｔ≥Ｔ′时，有０＜ｘ１（ｔ）＜ε１，０＜ｘ２（ｔ）＜ε１，
于是：

－ｃｚ≤ｄｚｄｔ≤ｚ（－ｃ＋ｄ１α１ε１＋ｄ２α２ε１）。

　　再次利用比较定理可知，ｚ～１（ｔ）≤ｚ（ｔ）≤ ｚ～２（ｔ），其中

ｚ～１（ｔ）和ｚ～２（ｔ）分别为将模型（３）中第１个方程的 ｃ改为 ｃ、

－ｃ＋ｄ１α１ε１＋ｄ２α２ε２的解。令 ε１→０，当ｔ→∞时，ｚ～１（ｔ）→

ｚ～（ｔ），ｚ～２（ｔ）→ｚ～（ｔ），由极限理论中的夹逼定理可知，ｚ（ｔ）→

ｚ～（ｔ）。综上所述，定理２得证。

３　数值模拟

由于ｆｉ（０）＝ｌｎ（１－ｐｉ）＜０，ｆｉ（Ｔ）→∞（Ｔ→∞），同时
ｆ″ｉ（Ｔ）＞０，因此ｆｉ（Ｔ）＝０有唯一的正根Ｔｉ（ｉ＝１，２），且当Ｔ≤
ｍｉｎ｛Ｔ１，Ｔ２｝时，公式（５）成立。同理ｇｉ（Ｔ）＝０有唯一的正根

Ｔ
＾
ｉ（ｉ＝１，２），且当Ｔ

＾
≤ｍｉｎ｛Ｔ

＾
１，Ｔ
＾
２｝时，公式（７）成立。通过分

析得到ｍｉｎ｛Ｔ
＾
１，Ｔ
＾
２｝＜ｍｉｎ｛Ｔ１，Ｔ２｝，利用Ｍａｔｌａｂ软件进行数值

模拟，将模型（２）中的参数取值为ｒ１＝３，ｒ２＝４，Ｋ＝１．５，ｕ＝５，
ｌ＝０．２，ｃ＝０．４，ｐ１＝０．７，ｐ２＝０．８，ｐ３＝０．２，ｗ１＝１，ｗ２＝２，
α１＝０．４，α２＝０．６，由定理 １、定理 ２知，Ｔ１＝１．６，Ｔ２＝１．７，

Ｔ
＾
１＝０９，Ｔ

＾
２＝０．７，因此当Ｔ＜１．６时，２类食饵全部灭绝周期

解［０，０，ｚ～（ｔ）］是局部渐近稳定的，结果与初值的选择有关。

当Ｔ＝０．６５时，２类食饵全部灭绝周期解［０，０，ｚ～（ｔ）］是全局
渐近稳定的，结果与初值的选择无关。此时２类食饵很快趋
于零，而天敌出现周期性波动（图 １至图 ３）。若０．７＜Ｔ＝
０８＜０．９时，ｘ２迅速趋于０，而 ｘ１与 ｚ出现周期性波动（图４
至图６）。因此，若 ｘ２为主要食饵，ｘ１为次要食饵，可以通过
控制脉冲周期将主要食饵灭绝，保留次要食饵。

４　结束语

本研究建立了在不同脉冲时刻分别喷洒化学农药和投放

捕食者的２个食饵１个捕食者模型，由脉冲微分方程理论得
出模型（２）中食饵全部灭绝周期解稳定性成立的充分条件，
并利用Ｍａｔｌａｂ软件进行数值模拟。在实际中，此结论有广泛
的应用，适用于所有的２个食饵１个捕食者情形。如在农业
中，可以根据农田中天敌和害虫的具体情况，通过调节相应的

参数改变脉冲周期，将２类害虫全部灭绝或将主要害虫灭绝，
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保留次要害虫，从而给出治理害虫的方法，达到保护植物以及

提高农业产量的目的，具有重要的理论和现实意义。
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